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フレー ゲが『基礎』において, ヒュー ムの原理という無矛盾な原理から (実質上ペアノ算術を含む)
算術の諸定理を導くための十分なプログラムを与えていることを示している。そして,そのような
フレー ゲの仕事は数学的にも意味があり,「フレー ゲの定理Jと呼ぶに相応しいものである, と主
張している。本論文は,「フレー ゲの定理Jと言われるフレー ゲの成果がどのようにして確立され
るのか,その実際の論証の作業を通して, このプーロスの主張を確認することを目的とする。そこ




Sl フ レー ゲ算術 の構成
まず,フレー ゲの『算術の基礎』の中心的部分 (すなわち§68-§83で素描される算術の展開の
プログラム)を捉えるに十分な形式的体系を,ブー ロスに拠 って,「フレーゲ算術J(FA:




















x=y くう VF(Fxや→ Fy)
という形で第2階の定義が与えられる。(フレー ゲは『基礎』§65でライプニッツに言及している。)
FAの公理と推論規則は,通常の第2階論理の公理と推論規則である。特に,公理の中に,概念













の原理である (この名称は, フレー ゲが§63でヒュームを引用しているゆえに, ブーロスが提案し
ている名称である):
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る。それは, ヒュー ムの原理を充足するモデルMを構成することによってなされる13Jo Mの領域U
を
U=( 0, 1, 2, 3,……。, XO }
とする。そして,概念変項の変域を {X:X⊆U},すなわちUの巾集合とし,関係変項の変域を
{X:X⊆U×U},すなわちU2の巾集合とする。Uは,Uのすべての部分集合の基数を再び自
らの要素とする, という重要な性質を持っている (自然数全体の集合 :■={0, 1, 2, 3,…}







s(♯F=♯G)=T ⇔ s(F)の基数=s(G)の基数 ……①。
また,F tt Gがsで充足されるのは, S(F)とs(G)が1対1に対応させられるとき,かつその
ときにかぎる :
s(F ttG)=T ⇔ s(F)とs(G)とが1対1に対応させられる ………②
ところで, s(F)の基数とs(G)の基数が同一であるのは, S(F)とs(G)が1対1に対応させ
られるとき,かつそのときにかぎる :
s(F)の基教=s(G)の基数 ⇔ s(F)とs(G)が1対1に対応させられる 。……③
①,②,③より, s(♯F=♯G)=T O s(F―-7G)=T であるから,























































(1)逆に, Vx¬Fx と仮定する。論理法則 x=x, x=X→(x≠x→Fx)より, x≠x
→Fx……②。論理法則 司Fx→(Fx→x≠x)と¬Fx(仮定より)から, Fx→≠x
……・③ o ② ,③よ り ∀ 挙 (Fx←→ x≠x)。一 般 に,Vx(Px←→ Qx)→P ttQ が 成
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り立つから, F～[x:x≠x]。HP(ヒュームの原理)により, ♯F=♯[x:x≠x]。ゼ
ロの定義 :0=♯[x:x≠x]により,♯F=0。以上より, Vx¬Fx→♯F=0…④が
成り立つ。①,④より, 半F=0←→ Vx¬Fxo Q.E,D.
定義2(前者 [言い換えると後者]関係の定義):
mPn ◇ ヨFヨy(Fy∧♯F=n∧♯Ex:Fx∧≠y]=m).

















ψによって F tt Fアである。よって,F′y′であるy′に対して唯―のFxなるxが対応して,
xψy′。またFyであるyに対して唯―のF′ x′なるxアが対応して, yψX′である。そこで,
ψ=((ψ― {〈X, y′〉 〈y, x′〉})∪{〈x, x′〉})一{〈y, y′〉}
とおくと, このφにより,[x:Fx∧x≠y]袋[xア!F′x′∧x′≠y′]が成り立つ。
HPにより, ♯[x:Fx∧≠y]=♯[x′:F′x′∧xア≠y′]。 よって,①より,m=m′































任意のFについて VaVb{(a=xVFa)∧aRb→Fb と仮定して, Fyを導けばよい。









のa, bに対して,(a=yVFa)∧aRb と仮定する……・④。示すべきことは Fbである。
①より, xR*yだから, VaVb{(a=x∨F )AaRb→F }→Fy…・⑤o ③と⑤よ
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けば十分である。②でaPbだから,ヨmmPb………③。いま,任意のmについて mPbと仮定
する……④。これと,定理2と②のaPbより,m=a……⑤o ②の仮定により,場合に分ける。




より xP*m。もしx=m′ならば, xPm,定44よりxP*m。いずれにしろ xP*m。よっ
















定義4(大小関係の定義)i n≦n ⇔ mP*nVm=n,







≦n……③。いま仮に x=nとすると, nP*n。しかし,②と定理 7より¬nP*n,よって
矛盾。ゆえに x≠n……④。よって,③,④よりx≦n∧x≠n。 以上より, x≦m→x≦n∧
x≠n。 逆に,x≦n∧x≠nとする。定義4より,xP*nVx=n,しかしx≠nだから,
xP*n。よって,定理6より,mPn→xP*mVx=m。これと①より, xP*mVx=m。よっ




















りOP*n,∴0≦n。 いずれにせよ, 0≦n……・③o ②で mP♯[x:x≦m]だから,①と




定理11:OP♯[x:x≦0].                    (『基礎』§82)
《証明》
F=[x:x≦0]とおくと, 0≦0だから, FO……・①。また, ♯F=♯[x:x≦0]い・②。











り, nP♯[x:x≦n]が成り立つ。(?)OP*nのとき。証明法 (★)を用いるため, F=
[z:0≦z∧zP♯[x:x≦z]]とおく。Vavb[(a=0∨Fa)∧aPb→Fb]を
示す。そこで,(a=oVFa)∧Pb…②とおいて, Fbを示せばよい。a=0のとき, 0
≦0より0≦a。 また定理11より, aP♯[x:x≦a]。よって, 0≦a∧aP+[x:x≦a],
つまり Fa。いずれにせよ Fa……③。定理10より, aPb→(Fa→Fb)。よって,②の
aPbと③のFaより, Fbo Q.E.D.
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定理13i nが有限である→nP♯[x:x≦n].
《証明》















(4)定義 (※)を介して, ヒュームの原理 :♯F三十G― F―G は以下のように証明される。
(→:)♯F=♯G と仮定する。♯F=x←→ ♯F=xより, ♯F=x←→ ♯G=x であ
るから,定義 (※)により,
VH(Hηx←→Htt F)や→ ∀H(Hηx←→ Htt G)……①
ところで,定義 (※)と半F=♯Fより,
VH(H η ttF←→H～F) ……②
①,②より
∀H(Hη♯F―Htt G)……③
ここで,F tt Fだか ら,②により,Fη♯Fo ③より,Fη♯F→F―-7G。∴F tt G。
以上より,
♯F=♯G→F tt G。




♯G=x←→ VH(Hηx←→ Htt G)















(6)Fηx→x=辛Fとおくと, ヒュームの原理 :♯F=+G←→ F tt G から, Nunbers i
VFヨ!xvH(Hηx←→Htt F)は以下のようにして導かれる。任意のFを取る。このと
き, VH(Hηx←→H?F)となるxが唯一つ存在することを示さねばならない。いま,任
意のHを取ると, ヒュームの原理より,十H=♯Fや→H～F。 すなわち, VH(♯H=♯F
←→Htt F),∴∃x∀H(♯H=xや→ H tt F)。xの唯一性は次のようにして分かる。
VH(♯H=xl(→Htt F), VH(♯H=x2(→H～F)とおく。F～Fだから,♯F=
xl,半F=x2,∴Xl=x2。∴∃IXVH(♯H=x←→ Htt F)。“η"の上の定義により,
ヨ !x∀H(Hηx←→ Htt F)。よって,VFヨIxVH(Hηxや→H～F)。Q.Eo D.
(7)この節はBoolos[1990]Appendix,pp.217-2191こ負っている。
(8)x=y, x′=y′のときは,〈x, y′〉=〈y, x′〉=〈x, x′〉だから,(ψ一 {〈x, y′〉
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